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и к а ж д а я слабо сходящаяся подпоследовательность ее имеет своим пределом стандарт­
ную нормальную функцию распределения, что равносильно утверждению: 

Р (In (*) < *) - Ф (*) (5) 

слабо для каждого s е (0, 1). Используя версию [2] условий теоремы В . М . З о л о т а ­
рева (см. [1], с. 37) и соотношения (5) и (3), 

к=1 \х\>е 

д л я каждого е > 0. Справедливость (6) для каждого s е (0, 1) по упомянутой лемме 
2.1.1 ([1], с. 41) влечет условие (2). Необходимость условия (2) доказана. 

Доказательство необходимости условия во второй теореме осуществляется анало­
гично. Изменение сводится к замене ссылки [2] на ссылку [3] (где приводится ис­

п о л ь з у е м а я нами версия условий теоремы Ю. Мачиса, см. [1], с. 40). 
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О НОСИТЕЛЕ М Е Р Ы В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
И Ф И Н И Т Н О Й ПРЕДСТАВИМОСТИ 

Пусть X , У — банаховы пространства, а \ — случайный элемент (с.э.) в X , 
т . е. измеримое отображение \ : Q —» X, (Q, А, Р) — вероятностное пространство. 
Будем говорить, что с.э. § имеет носителем пространство У, если существует линейный 
непрерывный оператор Т: У —» X и с.э. и в У такие, что | = Тц почти наверное 
•(п.н.). Носитель будем называть инъективно или компактно вложенным, если опера­
тор Т будет инъективен или компактен. Все банаховы пространства в этой заметке 
считаются сепарабельными. 

Носители с.э. (или, что то же самое, носители мер) изучались ранее (см. [1—5] 
и библиографию в [1]). Так , в работе [2] показано, что если любой с.э. в X имеет 
гильбертов носитель, то само пространство X изоморфно гильбертову, а в [3, 4] уста­
новлено, что каждый с.э. £ в X имеет рефлексивный компактно вложенный носитель. 
В настоящей заметке отмечается,] что каждый с.э. в X имеет 1Х носитель, показывает­
ся что в любом пространстве бесконечного котипа существует с.э. , не имеющий но-
•сителем пространство типа больше единицы, а также уточняется упомянутый резуль­
тат из [3, 4] . 

Пусть (е„)£° — последовательность независимых симметричных случайных вели­

чин Бернулли . Напомним, что пространство X имеет тип р (котип д), если из схо-
оо оо 

димости ряда ^ || xn \f> следует сходимость ряда ^ } snxn п.н. (соответственно из 

оо оо 

сходимости ряда ^ гп хп п.н. следует сходимость ряда l ^ n l 9 ) -
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Предложение* Каждый с.э. | в X имеет 1Х. носитель, т. е. п.н. | = Тц, где Т: 
lx —» X, || Т || = 1, а т ] — с.э. в 1Х; более того, Т зависит только от X и существует 
такое непрерывное отображение ер: X —* 1Х, что ц = <р|. 

З а м е ч а н и е . В общем случае отображение <р нельзя выбрать линейным. На ­
пример, если с.э. £ отвечает винеровской мере в С^0 1Х, то т) не может быть гауссов-

ской величиной в 1Х, ибо любая гауссовская мера в 1Х имеет гильбертов носитель ( 1 , 
с. 290], а винеровская мера в С^0 х 1 не имеет гильбертова носителя. 

Лемма 1 [6]. Для любого линейного непрерывного оператора из банахова простран­
ства У на банахово пространство X существует такое непрерывное отображение ср: 
X —* Y, что Гер (х) — х при любом х е . X. 

Как известно [7, с. 108], оператор Т, задаваемый формулой Т (ах, а 2 , . . .) = 
оо 

= 2 апеш Г Д Е ( еп) — плотное множество единичного шара пространства X, линей-
7 1 = 1 ' •• ' 

но и непрерывно отображает 1Х на X. Поэтому предложение немедленно, вытекает 
из леммы 1. 

Из предложения вытекает следующий любопытный факт (определения см. в [8, 
гл . 3]). 

Следствие 1. Пусть £ (t) — случайный процесс, t е [0, 1], a {/n (t)}^. — совокуп­
ность всех полиномов с рациональными коэффициентами на отрезке [0, 1] и || fn ||р^ 0 > ц = 
= 1. Для того чтобы процесс £ (/) имел непрерывные выборочные функции на [ft, 1 ] , 

оо 

необходимо и достаточно, чтобы £ (0 = \ntn (')i г&е (in)i° е h п н -
7 7 = 1 

Действительно, система {/„ (t)}^ плотна в единичной сфере пространства С | - 0 ^ ? 

поэтому оператор Т: lx —» C^Q 1Х, определяемый равенством Т (%, . . ., ап, . . .) = 
°о 

= anfn (')i отображает линейно и непрерывно 1Х на С^0 ц . Осталось применить 

п = 1 

лемму 1. 
Лемма 2. Пусть Т: Y —> X — линейный непрерывный инъективный оператор, 

( en)i° — последовательность независимых симметричных величин Бернулли. Если ряд 
оо оо 

^ 1 Е п . т п , хп Ё = X, сходится п.н. к с.э. £ и £ = Тц п.н., ц е= У, т о ряд б п ^ - 1 ^ 
п = 1 п = 1 

сходится п.н. к ц. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я каждого п положим 

7 1 — 1 оо П—1 оо 

Ei = V, е.ж. 4 - х - I - V. е.ж. 1~ = У, в . ж . — ж 4- ^ е .ж. . 

г = 1 г==п-|-1 7 = 1 г = п + 1 

Случайные элементы | * , E n е ГУ п.н. , так как в противном случае приходим к нера­
венству Р ( | е TY) < 1. Тогда для всякого п хп= (£* — |~) /2 е ГУ. 

Известно [1 , с. 15], что в наших условиях обратный оператор Г - 1 будет измери­
мым линейным отображением, действующим из нормированного пространства ГУ на 
У. Следовательно, для любого п 

71 ОО 

Л = Л„ + Р„, где т , д = 2 еТ-Ц, р п = Г - i ( е Л ) . 
7 = 1 7 = П + 1 

Ясно, что т) п и р п независимы. Поэтому семейство распределений (т)п) равномерно' 
плотно [1, с. 67]. Следовательно [1, с. 214], последовательно цп сходится п.н. Из взаим-

оо 

ной однозначности оператора Г получаем, что г| = ^ ztT~xxi п.н. 
7 = 1 

Теорема. 1. Если банахово пространство X не имеет котипа q <^ оо (никакого 
конечного котипа), то в нем существует с.э., не имеющий инъективным носителем про­
странства котипа q (соответственно конечного котипа). 

2. Если X не имеет конечного котипа, то в нем существует с.э., не имеющий 
носителем пространств типа больше 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если пространство X не имеет котипа q (конечного. 



Меры в банаховом пространстве 

котипа), то в нем существует такая последовательность (хп), что ряд s n x n схо-
п = 1 

' О О - ' О О . 

дится п.н. к некоторому с.э.• | , но ll^nll9 расходится (соответственно, ^ \\хп\\ч 

П 1 .71=1 

расходится для любого конечного q). Предположим, что существуют такие простран­
ство У котипа q (конечного котипа <?), линейный непрерывный инъективныи оператор 

оо 

Т: Y —» X и с.э. т) е У, что £ = Тп п.н. Ряд Ё П ^ - 1 ^ п 0 лемме 2 сходится п. н. 
' 71=1 

оо оо 

Следовательно, сходится ряд II Т~гхп \\ч, тем более, ряд II хп 11а- Если сущест-
71=1 71=1 

вуют пространство У типа р >> 1, линейный непрерывный оператор Т: У —» X и с.э. 
т) s У такие, что Тц = £ п .н . , то согласно (9, с. 47] фактор-пространство Z = 
= У/{" е У: Ту = 0} тоже будет иметь тип р. Отображение Т индуцирует инъек­
тивныи оператор U: Z —» X правилом U-J = Г , где / : У'—»' Z — фактор-отображение. 
Положим ц' = /т) , тогда /Уг)' = \ . Пространство Z типа больше 1 имеет конечный 
котип q [9, с. 77]. Осталось применить первую часть. 

Следствие 2. Пусть X — банахово пространство и q = inf {г: X имеет котип г}. 
1. При q <С оо и г <] q существует гауссовскии с.э. в X, не имеющий инъектив-

ного носителя котипа г. 
2. При q = оо существует гауссовскии с.э. в X, не имеющий инъективного но­

сителя конечного котипа, и существует гауссовскии с.э. в X, не имеющий носителем 
пространства типа.больше 1. 

О О О О 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Пусть ряд епхп сходится п.н. , а ^ || хп f = оо. 
71=1 77=1 

Пусть (yn)J° — последовательность независимых (и не зависимых от е п ) стандарт­
ных гауссовских величин, Муп = 0, My 2 = 1. Пространство X имеет конечный ко­
тип, поэтому ряд 2 е7гТпж7г сходится п.н. [10] к некоторому с.э. Г. Предположим, что 

оо оо 

Г имеет инъективныи носитель котипа г. Поскольку ^ (| хп \f = оо, то ^ | уп \r х 
71=1 71=1 

X II хп 1Г = оо п.н. [ И , с. 52] и (при фиксированных уп) Г = Г (уп) имеет инъектив­
ныи носитель котипа г. Это означает существование такой неслучайной последователь-

оо оо 
ности г„ ( z n = упхп), что ^ || zn f = оо и с.э. ^ enzn имеет инъективныи носитель. 

71=1 77=1 
котипа 7-. С другой стороны, при доказательстве теоремы 1 установлено, что каждый 

оо оо 

с.э. вида 1 = 2 8nzn при 2 II Z TI 1Г = оо не может иметь инъективного носителя 
71=1 71=1 

котипа г, т. е. мы пришли к противоречию. 
оо 

2. При q = оо существует такая последовательность (хп)™, что ряд ^ епхп — 
71=1 

оо оо 

сходится п.н. , а ряд II хп 1Г = °° при любом г. Положим Г = ^ e n y n In" 1 ' ' 2 (ге + 
П = 1 71=1 

+ 1)хп. Сходимость последнего ряда вытекает из сходимости ряда 2 е п х п , ограни-
ченности|величины М sup | уп l n~ ' / 2 (re + 1) | р [1 , с. 255] и неравенства Хофмана — 

77>1 
Йоргенсена [1, с. 246] 

117 • т 
М II 2i 8 Л Ы " У г (п + ! ) хп Г< 2 ? ( М S U P I Ттг 1 п _ 1 / 2 (« + 1) | Р • М || 2 8 n x n f , 1 < р < оо.. 

П = 1 п > 1 71=1 

Поскольку показатели сходимости последовательностей (|| хп Ц-1) и (|| х п 1п''2ге) 
00 * 

совпадают [12, с. 40, задача 133], для любого г ^ (|| хп || 1п~' / 2 (ге + 1)) г = оо. 
1 = 1 

При доказательстве п. 1 следствия установлено, что каждый гауссовскии с.э. Г ' 
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вида Г" = 2 Y n z n , 2J || z n 1 Г = ° ° , н е может иметь инъективного носителя котипа г. 
п=1 п=1 

Следовательно, с.э. Г не может иметь инъективного носителя котипа г. 
Из доказательства второй части теоремы 1 следует, что если Г имеет носитель 

типа больше 1, то он имеет инъективныи носитель конечного котипа, что приводит 
к противоречию, т. е. п. 2 доказан. 

Лемма 3 . Пусть К — компакт в банаховом пространстве X в 1 ( С ^ С • • • — 
плотная в X последовательность конечномерных подпространств. Тогда существует 
такая возрастающая последовательность чисел {n\t)k_v что для любого х е К най-

оо 
дется представление х = ^ xk' xk е Хп , || х% || < 2~к при к > 1. 

4=1 Й 

Доказательство по сути содержится в доказательстве предложения 1,е.2 из [7]-, 
Последовательность подпространств У п линейного пространства У будем назы-

оо 
вать линейно независимой, если из апУп — О, Уп <= Yn следует, что все ап = 0. 

п=1 
Лемма 4 . Пусть У — бесконечномерное банахово пространство, Yn — последо­

вательность его конечномерных подпространств. Тогда найдется такая линейно неза­
висимая последовательность подпространств Zn CZ У> что [Z n ]J° = У и для всякого 
п существует изоморфизм Тп из Yn на Zn с m a x (|| Тп ||, || Г" 1!)) < 8 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Стандартной процедурой возмущения построим после­

довательность линейно независимых подпространств У п и линейных биекций Rn: 

Y n - * Y n с m a x (|| Rn ||, | Д"11) < 2. Пусть (z n)£° — линейно независимая последо­

вательность, полная в У, линейная оболочка которой lin (Z n )J° пересекается с l in (Y'1^_x 

по нулю. Пусть Zn — гиперплоскость в Yn, к которой ортогонален элемент zn (т. е. 

| zn || = inf { I zn — z' || : z' <= Zn}), а г/ и e У^ — элемент, ортогональный к Z^, 

IIУ п II = II z n II- Обозначим оператор из Y'n на Z n = l in (Z'n, z n ) , оставляющий Zn 

на месте и переводящий </„ в zn. Тогда [Z n]£° = У, m a x (|| ||, || 5 ~ Г | |) < 4 , следова­

тельно, д л я оператора Т = SR имеет место неравенство m a x (|| Т ||, || Т'11|) < 8, 
Говорят, что банахово пространство X грубо финитно представимо в банаховом 

пространстве У, если существует такое число я, что для любого конечномерного под­
пространства Е С X найдется линейный инъективныи оператор Т: Е —» У с 
m a x (J Т I, || Г-1 I) < а. 

Теорема 2. Если банахово пространство X грубо финитно представимо в беско­
нечномерном банаховом пространстве У, то любая вероятностная мера \1 на X имеет 
•компактно вложенным носителем пространство У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме Улама [1 , с. 34J существует такая 
последовательность компактов K-t CZ X, что n(\JKt)=i. Пусть Хх CZ Х2 CZ • • • — 

г 

плотная в X последовательность конечномерных подпространств. Д л я каждого i пусть 
{п}. (i)}k==l — последовательность, построенная в лемме 3 , а Х п ^ — соответствующие 

подпространства. Пусть {Yk °^ — последовательность подпространств У, для 

которой существуют операторы А\: У^ (i) —» X ^ с т а х ( | 4 ^ | | , || (^j,.) - 11|) < а. 

Согласно лемме 4 можно построить последовательность линейно независимых под­

пространств Z\ CZ У с i = У и линейные изоморфизмы В^: Z\ —=• X n ^ с 

m a x (I В , ||, J J ) < 8а. 

Д л я у <= lin Z}&, У — ^9\У\У У\^ %\ положим 
I t , г 

г k 

Оператор T продолжается до линейного компактного оператора из У в X и, согласно 
лемме 3, TY ZZ) U Kt. Поэтому мера v (.?) = u. (Т (.©)) будет прообразом ц. при от-

i 
ображении Т. 
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Следствие 3. Вероятностная мера на гильбертовом пространстве имеет компактно 
вложенным носителем любое бесконечномерное банахово пространство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме Дворецкого [13] гильбертово про­
странство грубо финитно представимо в любом бесконечномерном банаховом про­
странстве. 

Следствие 4. Пусть 1 ^ р оо. Вероятностная мера в банаховом пространстве 
имеет компактно вложенным носителем прямую 1р-сумму конечномерных пространств 

, def 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Совсем легко показать , что любое банахово пространство 
грубо финитно представимо в / р -сумме конечномерных подпространств. 

З а м е ч а н и е . Следствие 2 уточняет результат [3, 4] о том, что любая мера 
имеет компактно вложенный рефлексивный носитель. 

Следствие 5 . Вероятностная мера в банаховом пространстве имеет компактно 
вложенным носителем пространство с 0 и инъективным компактно вложенным носи­
телем некоторое подпространство с0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть следствия вытекает из финитной универ­
сальности с 0 , а вторая из того, что любое фактор-пространство пространства с„ изо­
морфно подпространству с 0 [7, с. 107]. 

З а м е ч а н и е . Результат о том, что любая гауссовская мера имеет носителем 
подпространство е 0 анонсирован в [14]. 

Авторы благодарны рецензенту за ряд предложений по улучшению работы. 
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