
Л ) == (4/, g), J.g £[)•*% 
Q<P ^ 

Пусть ~& = i/ri й выберем последовательность Pljn возрастающей. Тогда после" 
довательность операторов А1/п согласована, т. е. для Рця<Рцт. А/л — 
= Р 1 / Л Л 1 / П 1 Р 1 / Л . Это влечет ее фундаментальность по мере т. Пусть А1/п—>А>0 
по мере х. Так как по неравенству (2) х (Л 1 / п ) < 2т (В), то. т ( Л ) < 2 т ( Я ) . Поло-
- def 

жим Az = Л . Убедимся теперь, что Л^ —искомый оператор. Для любого Q£9Jt i 
линеал D= И (Q /\PVl)H сильно плотен относительно 910 и, следовательно, 

таковы же и линеалы D{]D(AZ) и Нг\$ — <RZU2{}D[]D(AZ). Для любых / , g £ 

£ # J / 2 найдется такое п, что / , g£PllnH. Тогда * ( Z 1 / 2 / , Z 1 / 2 g ) = ( Л 1 / д / , g) = 
= ( Л / , g). Здесь мы воспользовались равенством = PljnAPljn. Итак, 51+ — 
наследственный конус, 

Если Я £ 9 Л , то существует оператор Ар = АрР£%£ такой, что p(Q) = 
= t(ApQ) V Q < A Поэтому, как и раньше, устанавливается, что Р£51+. Пред­
ложение доказано. 

def def 
Положим р(Х)= +оо, если Х£<&+- я Х£_<&+, и р(Х) = %(Ах), еслиА г £®+. 

def 

Вспоминая, что Ау = Л Л Х Л * , Л Х _ Г = 5 Л Х 5 * , 5*5 + Л*Л = Р — носитель X и 
Л Х Р = Л Х , получаем 

[х(Я) = х ( Л Х Р ) = т(Л х ( .9*5 + Л*Л)) = т(£Л Х 5*) + т(АА Х А*) =р(Х- У) + р(Х). 

Таким образом, справедливо 
4. С л е д с т в и е . Интеграл jx(.) —вес, продолжающий меру р . 
5. П р е д л о ж е н и е . Интеграл [i : 51+ —* Р + нормален в следующем смыс­

ле: если [Х^^аЩ—возрастающая к ^£51+ сеть, то р{Ха) Ур(Х). 
Из специфических свойств интеграла для доказательства этого предложе­

ния в [1] понадобилось только равенство АХ=ААХА*, если XlJ2 = Xll2A*, 
которое справедливо и: в нашем случае. 

Автор благодарен А . Н . Шерстневу за полезное обсуждение. 
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БАЗИСЫ В Н Е С Е П А Р А Б Е Л Ь Н Ы Х СИММЕТРИЧНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ И ПРОСТРАНСТВАХ 
ПОЧТИ П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х ФУНКЦИЙ 

Пусть (Q, Е, р.) — измеримое пространство с конечной положительной 
мерой (1. Банахово пространство Е (классов) измеримых на Q функций назы­
вается симметричным, если 1) из того, что у£Е и |х(ш) | < |у (ш) | вытекает, 
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что х£Е и | | х | | < | | у | | , 2) из у£Е и d]xl(t) = dw(t) следует х£Е и х | | = | | у | | , 
где dw (t) = {л { (в : | х (со) j > t) — функция распределения величины | х (со) |. Второе 
условие означает сохранение нормы при всех сохраняющих меру автоморфиз­
мах ф : | | х (со) | | = \\х (ф (со)) ||. Рассматриваются лишь безатомные вероятностные 
меры, хотя это ограничение излишнее; многие результаты верны также для 
оконечных мер с атомами. Нас будут интересовать вопросы существования 
базисов в несепарабельных симметричных пространствах, а также выделения 
из них гильбертовых подсистем. Основным объектом применений являются 
пространства почти периодических функций; общие результаты для них кон­
кретизируются. По этой причине рассматриваются комплексные пространства. 

Примером вероятностного пространства является декартова степень 
Da"= { — 1, 1р , а 0 — некоторый ординал со стандартной цилиндрической о-ал-
геброй и мерой р, (<*„)— а0-й степенью меры 8 {1} = 8 { — 1} = 1/2. Говорят, что 
функция х, заданная на Da\ не зависит от координаты р, если x(t0, ... , tp 

t?+v ...)=x(t0, ... ,• t'p t?+v ...) для любых ta (a < a 0), t'r Измеримая функция' 
может зависеть лишь от счетного множества координат. Для каждого р < <х0 

запишем функцию Радемахера rt(t) = t?, t = {t0, ... , t?, . . . )£D a ° и функцию 
Уолша Wp р = r

? 1 ' r

B i ' ••• "г(з • Существует сохраняющий меру изоморфизм 
со 

<f0:Dw°-*[0, 1], со 0 —первый бесконечный ординал, <р0 (t) = ̂  (ta + 1 ) - ( " + 2 ) , ин-

дуцирующий изометрию 1Л[0, 1] на Ll(Dm,>), при которой обычные функции 
Уолша на отрезке переходят в определенные выше. По теореме Магарам [1] 
(с. 122) всякое вероятностное пространство (2, Е, р) измеримо изоморфно не более 
чем счетному дизъюнктному объединению [](D"n, еп), где е „ > 0 , E„e„ = l , 

я 
(D°4 ея) — пространство D a » с мерой e n-p,(a n). Будем отождествлять вероят­
ностное пространство с его разложением Магарам. Пусть А — (Av ... , Ап, ...), 
Ап— счетное подмножество множества { a : a < a n } , где ап — ординалы, фигури­
рующие в разложении Магарам пространства 2. Обозначим через RA отобра-
жение Da" в D п, ставящее в соответствие элементу tn=(t", ... , t", ...)(zD*" 
элемент {tn

a:a.£An). Определим отображение с р д : 2 - ч * [ 0 , 1] формулой <р д (tn) = 
= Е . < и г г + sntp0 (RA (tn)); считаем е0 = 0. Очевидно, с р д является измеримым эпи­
морфизмом, т. е. [х (cp-1 (М)) — >. (М), где X. — лебегова мера множества Ма[0, 1]. 

Если Е— симметричное банахово пространство на [0, 1], то измеримые 
эпиморфизмы <р:2—»[0, 1] определяют симметричное банахово пространство 
Ех на 2, состоящее из функций xy{t) с нормой ЦхсрЦ^ = | | х | | £ ) когда х пробе­
гает элементы Е. Действительно, если х ер , = у с р 2 , cpt, ср 2:2—>[0, 1] — измеримые 
эпиморфизмы, то x(s) и у (s) имеют одинаковые функции распределения, по­
этому определение нормы корректно. Для сохраняющего меру автоморфизма 

!i ф в 2 композиция =рф является измеримым эпиморфизмом, поэтому х с р £ £ \ 

| влечет х с р ф ^ / ^ и Цлгер|| = | | хсрф | | . Пусть х<р, x'cp'd^i- Измеримые функции ср и 9 ' 

i зависят от счетного множества координат А. Обозначим через с р д

! (s) элемент 
множества ^(s), у которого все координаты, не принадлежащие А, равны 1. 
Так определенное отображение tp^1 будет измеримым, и f ' ^ j 1 будут 
измеримыми эпиморфизмами отрезка на себя, функция лг^ср—1 — равноизмеримой 
с х, а х ' с р ' ф д 1 — равноизмеримой с х'. Тогда хер + х ' ср ' = (x^cpj1 + x ' cp ' f J ^ -X 
Х ^ б ^ и 

II*? + jC<t%, = II хпА

1 + < \П\Е + \\Х'1Е = 1х<?к Ik-
Проверим полноту. Пусть последовательность (xftcpft) фундаментальна и 

отображения срА зависят от координат А. Тогда последовательность (xkykyA

l) 
фундаментальна в Е, следовательно, сходится к некоторому х£Е. Поэтому 
последовательность х$к — xk<fgfj1<fA сходится к х < р д в Ev 
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Обратно, для каждого симметричного пространства"/ 7 на* 2 "существует 
такое симметричное пространство Е на отрезке, что построенное указанным 
выше способом для него пространство Ех на 2 совпадает с F. А именно, 
это — все функции х на [0, 1], для которых xyt^F при некотором измеримом 
эпиморфизме ср:2—>[(), 1] с нормой | |х\ Е = \Не­

действительно, для измеримых эпиморфизмов ср и <р' функции хер и ХСр' 
равноизмеримы, так что определение нормы не зависит от выбора ср. Если 
т) — сохраняющий меру автоморфизм в [0, 1], то хщ £ F и \хт\\Е = Цхтдеф = \\х\\Е. 
Пусть хер, х ' ср^ / 7 ; тогда xcp + x 'cp£F, т. е. х + х'СЕ и |!х + х ' | = Цхср + х'<р||< 
<||хер|| + ||х'сР|| = ||х|] + ||х'| |. 

Будем говорить, что. построенное выше пространство Ех на 2 соответ­
ствует пространствуй на [0, 1]. Пространства Ех и Е\ на 2 и 2 ' будем назы­
вать соответствующими друг другу, если построенные для них вышеуказанным 
способом пространства Е и Еу на отрезке совпадают. Очевидно, соответствие 
является отношением эквивалентности. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть Ех — симметричное пространство на веро­
ятностном пространстве (2, Е, р.), Е — соответствующее ему пространство 
на отрезке [0, 1], 1 < р < q < оо и Lt/ (ц) c z £ , с : Lp (JJ.) (вложения непрерывные 
и плотные). Если пространство Е интерполяционно между Lp[О, 1] и Lq[0, 1 ], 
(т. е. если любой линейный оператор Т, непрерывно отображающий Lp[0, 1] 
в Lp[0, 1] и Lq\0, 1] в Lq[0, 1], также непрерывно отображает Е в Е), то 
пространство Ех интерполяционно между Lp (р) и Lp (у). Если, кроме того, 
для числовой функции /(s, t) и для любого оператора Т : Lp [0, 1]—* Lp[0, 1] 
(Lq[Q, 1 ] —* Z ? [0, 1]) I Т\\Е < / (|| T\\L , | | Т | £ ) , mo для любого оператора Г , , 
действующего в пространствах Ьр(\х) и Lq(p), верно || Тх \\Ei< /(|| TX\\L { ) i \\ TX\L ( >). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть оператор Тх ограничен в Lp(p) и Lq(p), но 
не в Ех. Тогда существует последовательность (xk), l x f t | | t - = 1, | |T xx k | |g —->со. 
Напомним, что мы отождествляем 2 с его разложением Магарам. Обозначим 
через А1 счетное множество координат, от которых зависят (xk) и (Txxk), а 
через Х 1 — подпространство всех функций из Lp(\>), зависящих только от 
координат А 1 . Построим индуктивно последовательность счетных множеств 
координат А" и подпространств X"cz Lp(p), состоящих из всех функций, за­
висящих лишь от координат А" таких, что AnczAn+\ X"czXn+l и Хп[}ТхХп 

зависит лишь от А л + 1 . Поскольку в пространстве Ьр(р), р < оо, каждая функ­
ция аппроксимируется функциями, зависящими от конечного множества коор­
динат, то замыкание X = (J пХп с /_., (ц) в точности состоит из функций, зави­
сящих от Л = И „Л", TxXczX и (xk)[}(Txxk)ciX. 

Определенное выше отображение <рл индуцирует изометрию / Lp[0, 1] 
на X, lq[0, 1] на X[\Lq(p) и £ на ЕХ[\Х. Следовательно, оператор 
Т — /_1 (Тх \х)1 корректно определен, ограничен в Lp[0, 1] и Lq [0, 1], ноне в Е. 
Вторая часть предложения доказывается аналогично. В 

Пусть X— банахово^ пространство и X* — его сопряженное. Система 
(х г, x*t), г £ / , xt£X, x*tf^X*, /—некоторое множество индексов, называется 
базисом Маркушевича (сокращенно М-базисом), если замкнутая линейная обо­
лочка [ х г : i £/] = X, x*(Xj) = 8у (8 у — символ Кронекера), и для всякого х £ Х \ { 0 } 
существует i £ / с х* (х) =f= 0. Поскольку биортогональные функционалы х* в 
М-базисе однозначно восстанавливаются по элементам х^, то мы будем иногда 
называть базисом Маркушевича само множество (я г : ; £ / ) . М-базис называется 
безусловным, если для любого х£_Х ряд Е , е / х * ( х ) х г сходится к х безусловно. 
Безусловная базисная константа (супремум норм операторов %jeJx* (х)х ;-, когда 
У пробегает всевозможные, подмножества /) безусловного базиса конечна. 
Говорят, что система замкнутых подпространств Хп, 0 < п < оо, пространства 
Банаха X образует безусловное разложение, если любой элемент xfX одно­
значно представим в виде безусловно сходящегося ряда Е лл: п, хп£Хп. Без­
условная константа (супремум норм проекторов на [Xn:n^Nx\ параллельно 
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\Хп: nQN^, который берется по всем подмножествам Nx натурального ряда) 
безусловного разложения также конечна. М-базис называется базисом Энфло-
Розенталя (коротко ЭР-базисом), если каждое его счетное подмножество 
является базисом (Шаудера) в своей замкнутой линейной оболочке при под­
ходящей нумерации индексов. Напомним определение базиса Чезаро. Пусть 
(хп, х*)~ = 0 — М-базис сепарабельного банахова пространства X. Положим 

п—1 п 
Sn (х) = £ х*(х)xt и а„(х) = Yi St (х)/п. Если ||ол(х) — х\—*0 для любого х£X, 
то систему (хп, х*п) называют базисом Чезаро пространства X, а число 
suprall — чезаровской константой. М-базис (xt, х*) несепарабельного банахова 
пространства X будем называть базисом Энфло — Розенталя - Чезаро (ЭРЧ), 
если каждое его счетное подмножество является базисом Чезаро в своей 
замкнутой линейной оболочке после некоторой перестановки индексов. 

Л е м м а 1. Подпоследовательность х„ , 0 < k < оо, базиса Чезаро хп, 
О < п< оо, является базисом Чезаро своей замкнутой линейной оболочки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множеством мультипликаторов М(Х, (хп, х*п)) М-ба-
зиса (хп, х*), 0 < п<С оо, пространства Банаха X называется совокупность всех 
числовых последовательностей т л, 0 < я < о о , таких, что для каждого х£Х 
существует у£Х с Чпх*п(х) = х*п(у) для любого п. Действительную последо­
вательность ?„ называют выпуклой, если (-[п + ?„ + 2 ) /2 < f „ + 1 при всех п. Сле­
дующее утверждение верно как для действительных, так и для комплексных 
пространств. 

Л е м м а 2 ([2], [3] (с. 368)). М-базис (хп, х*п) является базисом Чезаро, 
если и только если его множество мультипликаторов содержит всякую 
выпуклую сходящуюся к нулю последовательность. 

Согласно лемме 2 достаточно доказать, что для любой сходящейся к 
нулю выпуклой последовательности f , 0 < & < оо, 

( T ^ W K J X C , ( * v * y ) , (l) 
где х* — сужение функционала х*п^ на подпространство ] | 1 0 . Построим по 
(т„А)ь=о последовательность (Tn)^Li ^ (тЛй)^=о следующим образом: если я й < « < 
< nk+1, то положим т„ = -ц^ + ( -ц - Т л ^ + 1 ) (п - nk+l)/(nk - nk+l). Последова­
тельность 7 Л выпукла и стремится к нулю. Поскольку хп — базис Чезаро, то 
(~[„)(^М(Х, (х„, х*п)), т. е. для любого х£Х существует у £Х такой, что 
1пх

п(х) = х*п(у) для всех п. В частности, если x£[xnJ™=0, то х*п(х) = 0 при 
пфпкя, следовательно, х*п(у)=0 при п$_(пк)™=й. Поскольку базис Чезаро 
является сильным М-базисом [3] (с. 357), т. е. \хп ] " _ 0 = {х:х^(х) = 0 Vn(£{nk)}, 
то у £ [.*„ ] ~ = 0 . Поэтому 1п

х

п (х) = х*П/г (У) = х*Пк (У)> и включение (1) доказано. В 
Норма || || симметричного пространства Е называется абсолютно непрерыв­

ной, если для любого х£Е и любой убывающей последовательности 2 Я изме­
римых подмножеств 2 с пустым пересечением ||х9 'хЦ—»0 при п—->оо (/ — 

п '' п 
характеристическая функция множества 2 Л). 

Мы всегда будем предполагать, что x s € ^ и 1х21! = 1-
Л е м м а 3. Пусть Е — симметричное пространство на 2 = \}jfn. Под­

пространства Еп, состоящие из функций на 2, обращающихся в нуль вне 
Г?п, образуют безусловное разложение Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы не представляет труда. 
Т е о р е м а 1. Пусть (2, Е, р) — вероятностное пространство. 
1. Если оно однородное, т. е. 2 = £) а, то система Уолша wM (М пробе­

гает конечные подмножества интервала ординалов (О, а)) является ЭРЧ-
базисом во всяком симметричном пространстве на 2 с абсолютно непре-
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рывной нормой и в пространстве непрерывных функций С(Щ на тихоновской 
степени If, а также ортонормированным 'базисом в~ L2 (Щ. 

2. Если Q= [}nD'", то система Уолша wn

M (М — конечные подмножества 
(О, а„), 1 < п < со, на D*n), обращающаяся в нуль вне D*", образует М-базис 
в любом симметричном пространстве Е на Q с абсолютно непрерывной нор­
мой, причем функции wn

M (М — конечные подмножества (О, ая)) являются 
ЭРЧ-базисом в подпространстве Еп, описанном в лемме 3, а Е„ образуют 
безусловное разложение Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Как известно [4], обычная система Уолша w„ на 
отрезке [0, 1] образует базис Чезаро в £, [0, If. Она ортонормирована отно­
сительно скалярного произведения, поэтому биортогональные функционалы 
да* отождествим с чюп. Пусть ап — соответствующие чезаровские операторы. 
Поскольку они ограничены в совокупности в Ьх[0, 1], то из соображений 
двойственности следует, что они ограничены и в £ т е [0, 1]. Тогда по интер­
поляционной теореме [5] (с. 127) операторы о я ограничены в совокупности в 
любом симметричном пространстве на [0, 1]. Поскольку функции Уолша на­
тягивают подпространство, плотное в любом симметричном пространстве с 
абсолютно, непрерывной нормой, то они образуют базис Чезаро в таком про­
странстве. Согласно-лемме 1, любая подпоследовательность системы Уолша будет 
базисом Чезаро своей замкнутой линейной оболочки. Учитывая рассуждения, 
приведенные в начале статьи, заключаем, что функции wM являются ЭРЧ-бази­
сом любого симметричного пространства с абсолютно непрерывной нормой, 
а также своей замкнутой линейной оболочки в Loa(Da). Эта оболочка совпа­
дает с С (&).. 

2. Этот пункт вытекает из пункта 1, леммы 3 и из того очевидного факта, 
что если Еп — безусловное разложение Я и в каждом подпространстве Еп есть 
М-базис, то объединение этих М-базисов образует базис Маркушевича всего 
пространства Е. Щ 

Пусть да функции Уолша на [0, 1], занумерованные множеством / 

всех конечных наборов (пи ... ,nk),k> 0, где да _____ K f e = r n , ••• r „ f t -Положим/ 0 = { 0 } 
(да = 1 ) , Ix — {0}, ... , Ik=\(nx, ... , ns k):s<k, nf < k при / < s } . Как хорошо 
известно (см., напр., [6]), при любом 1 < р < оо подпространства Хк = [даг: I £ 
£4] образуют безусловное разложение Ьр [О, 1] с некоторой безусловной 
константой Ар. Следующее утверждение, по-видимому, известно. 

Л е м м а 4. Совокупность функций Уолша, в представлении которых 
принимает участие ровно k функций Радемахера, в Lp [О, 1], р>1, эквивалент­
на стандартному базису пространства 12. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Совокупность, определенная в лемме, является под­
системой k + 1-й системы Олевского — Кетонена, которая образует безуслов­
ный базис в Lp\0, l j при 1 < р < со [7]. Согласно известным оценкам Орлича 
и Кадеца [8] (Л={ (я„ ... , пк): я, Ф п}-}): (с*)~1 (Ща^У* < ||Еа гда г||р < с* X 
X (^i^twit)112' г Д е ai ~ произвольный конечный набор скаляров, i£Jk, q = р, 
если р <2; q = 2, еслг, р > 2; г = р, если р > 2 ; г = 2, если р < 2, а константа 
с* зависит лишь от р и k. Учитывая | даг (t) | , = 1, получим утверждение леммы 
при 1 < р < оо. 

Для доказательства леммы при р = 1 достаточно воспользоваться следую­
щим утверждением, доказательство которого можно найти, напр., в [9] (с. 66), 
и его следствием. 

Л е м м а 5. Пусть x£L4 (р) и || х ||4 < В ||х\\2. Тогда \\ х > В~21| х |[2. 
С л е д с т в и е . Пусть хп — ортонормированнаясистема в L2(р), хп£L4(JX) 

и существует такая константа В, что | | ^ а г л г | 4 < В(%1\а\\)ш при любом п 
и любом наборе скаляров (at). Тогда \Ща1х1\х>В~г^'{\aif)m. Ш 

С л е д с т в и е 1. Для любых р > 1 и k подпространство [w^. if_Jk] имеет 
своим дополнением в Lp[0, 1\ подпространство [w^.l^J^. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о стандартно и основывается на том, что система 
(•ау г:i£У й) эквивалентна естественному базису / 2

 в пространстве Lp[0, 1], а в 
L 2 [0 , 1] система Уолша ортонормирована. 

С л е д с т в и е 2. Подпространство [wt: i £ [}^Js\czLp[0, 1], р > 1, изо­
морфно гильбертову и имеет дополнением [wi: i(£ (J k

s ^ J s \ . 
Определение нижнего рЕ и верхнего qE индексов Бойда симметричного 

пространства Е на [0, 1] см. в [5] (с. 130). Индексами Бойда pEi, qEi симмет­
ричного пространства Ех на вероятностном пространстве (2, Е, р) называются 
индексы Бойда соответствующего симметричного пространства Е на [0, 1J. 

Т е о р е м а 2. Пусть Е — симметричное пространство на (2, Е, р), причем 
qE < оо. Тогда имеет место следующее. 

1. Если пространство 2 однородное, т. е. 2 = / j a , то для любого k под­
множество Wk = {wa в } системы Уолша на Da, состоящее из функций, в 
представление которых входит ровно k функций Радемахера, эквивалентно 
стандартному базису гильбертова пространства. Если, кроме того, РЕ~> 1, 
то замкнутая линейная оболочка этого подмножества имеет в Е дополне­
нием замкнутую линейную оболочку остальных функций Уолша, а все вместе 
функции Уолша образуют базис Энфло — Розенталя в Е. 

2. Если 2 = [}nDn, то система wn

M, определенная в теореме 1, разбива­
ется на счетное множество подсистем, каждая из которых эквивалентна 
ортогональному базису гильбертова пространства. Если, кроме того, рЕ^>\, 
то эти подсистемы натягивают дополняемые подпространства, а вся сис­
тема wn

M образует ЭР-базис в Е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. То, что подсистема Wk в Lr (D"), г < со, эквива­

лентна гильбертовой, следует из леммы 4 и определения функции ср0 в начале 
статьи. Поэтому она эквивалентна гильбертовой и в любом промежуточном 
между Ьг(Ол) и Ьа(Оа) пространстве. Поскольку L Ь.)czE<zzLp Ы (вложе-

. ЯЕ в 
ния непрерывные) [5] (с. 132), то подсистема Wk эквивалентна гильбертовой 
и в Е. Дополняемость системы Wk в Lr(Da), 1 < г < со, вытекает, по сути, из 
следствия 1 леммы 4; ее дополняемость в симметричном пространстве Е, для 
которого 1 < рЕ, qE < со, следует из интерполяционной теоремы Бойда [5J 
(с. 145) и предложения 1. Как известно [6], система Уолша образует в любом 
пространстве Lr(Da), 1 < г < со, ЭР-базис. По интерполяции [5] (с. 145) и 
предложению 1 она образует ЭР-базис и в любом симметричном пространстве 

I Е на Da, если 1 < рЕ, qE < со. 
2. Этот пункт следует, по сути, из п. 1. И 
С л е д с т в и е 3. Пусть Ех и Е2 — симметричные пространства с индек­

сами Бойда, отличными от 1 и со. Тогда существует непрерывный линейный 
I инъективный оператор из Ех в Е2 с плотным образом. 
I Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 2, система чя)п

м разбивается' на 
счетное множество подсистем {w^J, 0 < k < со, каждая из которых эквива­
лентна ортогональному базису гильбертова пространства как в пространстве 
Ех, так и в Е2. Пусть с\ и ^ — соответствующие константы эквивалентности. 
Положим Aiify = te/^/c^-c*-2\ Легко видеть, что этот оператор продолжается 
по линейности и непрерывности до искомого отображения Ех в Е2. Ш 

Следующая лемма является простой модификацией рассуждений [6J. 
Л е м м а 6. Пусть Е — пространство функций на Ьа, а, > юп (шл есть п-й 

бесконечный кардинал), которому принадлежат все функции Уолша и обра­
зуют в нем М-базис. Пусть Т — изоморфизм из Е в банахово пространство 
X с М-базисом (xt, х*), lf_I. Предположим, что при любом I образ T*e*t 

\ аннулируется на всех wM, за исключением, быть может, счетного числа. 
! Тогда найдутся такие функции Радемахера г ... , г что порожденные 

ими функции Уолша wv ... , w2n обладают свойством: существуют счетные 
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непересекающиеся подмножества Ix, ... , l\n из I, для которых Twk f_[et:l^ fk\ 
при любом k < 2". 

Т е о р е м а 3. Пусть Е0 — симметричное банахово пространство, плот­
ность (наименьшая мощность плотных подмножеств) dens Е0 которого не 
меньше Цш<>. Если оно изоморфно вкладывается в пространство с безуслов­
ным базисом, то это L2 (2, 2, {*•). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если норма на Е0 не абсолютно непрерывна, то, 
как хорошо известно и легко проверяется, Е0 содержит изоморфную копию 1^. 
Пространство что также хорошо известно, не вложимо в пространство 
с безусловным базисом. Итак, пусть норма абсолютно непрерывна и 2 = 
= U п (Е> п, ея) — разложение Магарам. Согласно лемме 3, подпространства Еп, оп­
ределенные в этой лемме, образуют безусловное разложение Е0. Тогда для 
любого k хотя бы одно из пространств Еп имеет плотность не меньше i{k. 
Достаточно доказать, • что если Т — вложение Е0 в пространство с безуслов­
ным базисом, то для сужения TL , lim\\T\E \\'\\(ТЕ ) — 1 |j == схэ при E0=£L2. 

Проверим выполнение условий леммы 6 для Еп^. Действительно, все функции 
Уолша, как ограниченные измеримые функции, принадлежат Еп . Пусть Е — 
симметричное пространство на [0, 1], соответствующее Е . Каждая функция 

к 
из Е интегрируема, поскольку интегрируема каждая функция из Е [5] (с. 118). 
Поэтому функционалы w*M (х) = j* х (t) wM (t) dp (t), биортогональные к wM, П р И -

Д Я 

надлежат E*n . Поскольку обычные функции Уолша на [0, 1] образуют М-базис 
к 

в любом симметричном пространстве с абсолютно непрерывной нормой, то 
это же верно и для wM. Каждый функционал х* £Е* имеет вид х* (х) = 
= ^xu(t)x(t)dp(t), где х0 (t) — некоторая измеримая функция [5] (с. 29). Изме­
римая функция зависит лишь от счетного множества координат, так что х* 
аннулируется на всех элементах wM, за исключением, быть может, счетного 
числа. 

Таким образом, можно применить лемму 6. Из нее, в частности, следует, 
что безусловная константа набора wx, .,. , w2k ограничена числом, зависящим 
лишь от безусловной константы базиса (et) и от величины \Т\Е \*\(Т\Е ) _ 1 | | . 
Если бы эти величины были ограничены в совокупности, то система Уолша 
была бы безусловным: базисом соответствующего пространства Е на [0, 1]. 
А это возможно лишь при Е = L2[0, 1] (см., напр., [10]). Поэтому Еп^ = 

Z 2 X (£>"**) и E0 = LS(S). Ш 
Напомним, что пространством равномерно почти периодических функций 

АР называется пополнение линейной оболочки комплексных функций xx(f) = elXt, 
действительного аргумента t, ^£R, по норме супремум, а пространством почти 
периодических функций Безиковича Вр, 1 < р < оо,— пополнение этой же обо­
лочки по норме ||х|| = lim ((2Г)" 1 [т \x(t)\pdt)llp. Функции хх образуют М-ба-
зис в АР и Вр и ортогональный базис гильбертова пространства В2. Существует 
компактная абелева группа R0 и такая биекция J из R на плотное подмноже­
ство R0, что J(tx+t2) = J(tx)-J(t2) для любых tx, t2£R (операция в R0 записы­
вается мультипликативно). Отображение У индуцирует изометрию / : C(R0)—*AP 
по формуле (/у) (t) = у (J(t)).. Оператор I продолжается до изометрии Lp(R0, 
\ь)—>Вр, [л— нормированная мера Хаара на группе R0(см. [11]). 

Введем понятие симметричного пространства почти периодических функ­
ций, обобщающее понятие пространства Безиковича и пространства Безико­
вича—Орлича [12]. 

Пусть Е — симметричное пространство с абсолютно непрерывной нормой 
на [0, 1J. Обозначим через / г линейное отображение отрезка [—7*, Т\ на [0,4], 
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JT(—Г) —0, Jr(T) = \. Все функции x(JT(t)), когда х пробегает Е, образуют 
симметричное пространство Ет на [-Т, Т] с нормированной мерой Лебега 
ХТ[ — Т, Т] = 1; норма определяется как \xJT\Ej.= \x\E. Таким образом, для 
каждой ограниченной измеримой функции x(t) на прямой определена полу­
норма | | x | | £ r = ||x(^) |_-_Г] ц\Ет. Обозначим через Е А Р пополнение линейной обо­
лочки функций хх по норме 

• ' | x | | ^ = l l r a r _ I x | | ^ . ' (2) 

Естественно необходимо проверить существование такого предела. 
Л е м м а 7 [13] (с. 546). Пусть 2 cz / ? 0 — открытое множество и 

j,(Q) = jx(2). • (3) 
т 

Тогда [х (2) = lim (2Т)~Х f x s (•/ (*)) ^ -
- Г 

Пусть £ , — симметричное пространство на /?0> соответствующее /5. 
Л е м м а 8. Пусть 2 г , 1 < г < т,— открытые, попарно не пересекающиеся 

т 
подмножества RQ со свойством (3), причем р ( (J 2 г) = с < 1. Тогда для любой 

«г 
функции У (<°) = S ар£2 (с»), « г — комплексные числа, существует предел 

их 

^ ^ 1 1 ^ = 1 У W (4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 7, для любого п найдется такое 

число Т„, что 
г 

—т 
п 

при любом Km. Поскольку i9J{t)\,T Т I ~ характеристическая функция не-
которого подмножества R1 и (R")f=1 попарно не пересекаются, то существуют 
такие подмножества S'ncz[ — Tn, Тп], что 

t ^ ) = ™ \ lsi(t)dt = l T (S$ (6) 
i ' j J It " 

— T n 
при любом г и 

В силу (5) множества (S„)j!Li можно выбрать попарно непересекающимися. 
m m 

Отсюда и из (6) следует, что величины £ «гХа. (ш) и S a i l s

1 ^ и м е ю т равные 
г=1 г=1 

функции распределения. Кроме того, Ех и соответствуют друг другу. Лег-
ко видеть, что если две величины из соответствующих друг другу пространств 
имеют равные функции распределения, то их нормы равны. Поэтому 

m m 

\ЫЕ,-УА\Е l < l ! y l k ~ l l £ < w l L I + I S Mxsi-x#)IL, < 



Поскольку норма В абсолютно непрерывна и HmX (JT (Rl

n д S'J) — О для лю» 

т. 
бого i (X — мера Лебега на [0, 1]), то lim <д* AS*)!? = °- Отсюда легко 

вывести (4). • 
Таким образом, / порождает изометрию / линейного подпространства 

YdЕх, состоящего из функций у, удовлетворяющих условиям леммы 8, с 
нормой Ei на функции вида yJ{t) с нормой l i m | | y / L . 

Т е о р е м а 4; Отображение I однозначно продолжается\ до изометрии 
/ из Ех на ЕАР. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо показать, что оператор/плотно определен 
й 1ЕХ = ЕАР. Пусть и (») —любая непрерывная действительная функция на R0. 
Тогда и (R0) = [а, Ь\ и множество М = {t: и. {со: и (со) = t\ > 0} счетно. Пусть 
а < tx < ... < tk < b есть £-покрытие отрезка [a, b], ttQ.M. Множества 2 г = 
= {ш: h < и(ш) < 1 < г < & —1, открыты, а их замыкания содержатся в 

множествах 2 г = {со: tt < и (со) < tl+l\. Поскольку t^M, то р (2г) = |А (2 г), сле­
довательно, [ л = [ J . ( Й Г ) . Таким образом, функция ив (со) = tt, если ^ < и ( с о ) < 
< * = 1> А —1 и и е ( с о ) = 0 для остальных со, принадлежит множеству К. 
В силу абсолютной непрерывности нормы пространства Ех ||и —ив||—»0 при 
е —»0. Итак, каждая действительная непрерывная функция на R0 принадлежит 
замыканию множества Y в Ех. Из линейности следует, что любая непрерыв­
ная комплексная функция на R0 также принадлежит этому замыканию. По­
скольку пространство непрерывных функций на компакте с регулярной мерой 
(а мера Хаара такова) плотно в симметричном пространстве на этом компакте 
с абсолютно непрерывной нормой, то Y = Ех. Таким образом, оператор / рас­
пространяется по непрерывности на Ех. Кроме того, поскольку f(C(R0)) =*= АР, 

то /Ех = ЕАр. Заметим также, что доказательство теоремы включает доказа­
тельство существования предела в (2). Ш 

Л е м м а 9. Бесконечная компактная абелева группа 2 с нормированном 
мерой Хаара является безатомным однородным вероятностным простран­
ством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сога £ 2 , п = 0, со, соя ф <от при п Ф т и р. (со0) > 0. 
Тогда, согласно инвариантности меры р, р (со„) = р ((иуо^- 1) со0) == JJ, (ш0). Следова­
тельно, 0.(2) = со, что противоречит нормированности. Таким образом, мера р 
безатомна. 

Как известно [14], каждая компактная абелева группа изоморфна прямому 
произведению некоторого семейства групп, которые либо конечны, либо изо­
морфны окружности. Такое произведение однородно [1] (с. 122). 

Приведем теперь следствия из полученных результатов для пространств 
почти периодических функций. 

Т е о р е м а 5. 1. Пространство АР имеет ЭРЧ-базис. 
2. Существует семейство функций wt:i£i на прямой, которое: 
а) является ортонормированным базисом в пространстве В2 и | wt (t) | = 1; 
б) образует ЭРЧ-базис в любом симметричном пространстве почти 

периодических функций с абсолютно непрерывной нормой; 
в) распадается на счетное число гильбертовых подсемейств: /= \}j„ 

во всяком симметричном пространстве почти периодических функций ЕАР, 
для которого верхний индекс Бойда соответствующего пространства Е на 
отрезке меньше бесконечности; 

г) если для ЕАР индексы Бойда соответствующего пространства Е на 
отрезке отличны от 1 и оо, то подпространство [да*: г £ / „ I дополняемо в 
ЕАР, а семейство w^.i^i образует там базис Энфло — Розенталя. 

3. В тех аксиоматиках теории множеств, где с > #ш, симметричное 
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пространство ЕАР вкладывается изоморфно в пространство с безусловным 
базисом, лишь когда ЕАР — В.,. 

В объяснении нуждается лишь п. 1. Он вытекает из теоремы 1.1 и изо­
морфизма пространств АР и C(DC) [15] (с. 65). 

Т е о р е м а 6. Пусть ЕАР — симметричное пространство почти периоди­
ческих функций с абсолютно непрерывной нормой. Тригонометрические функ­
ции образуют базис Маркушевича в этом пространстве, а полиномы Бох­
нера—Фейера функции из ЕАР (определение см. в [16]) сходятся к ней по 
норме. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Операторы Бохнера — Фейера сильно сходятся к 
единичному оператору в пространствах АР и Bt. Из ограниченности операто­
ров Бохнера — Фейера в Вх ==Lx (R0) следует их ограниченность в В\ = (Р0). 
По интерполяции [5] (с. 127) и предложению 1 они ограничены также и в ЕАР 

и сходятся там к единичному оператору. • 
Авторы благодарны Е . В. Токареву за ценные консультации. 

г. Львов Поступила 
г. Черновцы 02.04.1985 
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И. Ш. Славутский У Д К 511.682 

р-АДИЧЕСКИ НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ УЕХАРА 
И С Р А В Н Е Н И Е ВОРОНОГО 

Кубота и Леопольдт ввели />-адические дзета функции в связи с исследо­
ванием инвариантов полей алгебраических чисел, определив с помощью чисел 
Бернулли /.-функции на Zp заданием значений на некотором плотном в Zp 
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