
Ìàòåìàòè÷íèé Âiñíèê Mathematical Bulletin

Íàóêîâîãî Òîâàðèñòâà of Taras Shevchenko

iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà Scienti�c Society

2015. � Ò.12 2015. � V.12

ÊÐÈÒÅÐIÉ ÏÐÎÏÎÐÖIÉÍÎÑÒI ÍÎÐÌ

Àíàòîëié Ïëi÷êî

Êðàêiâñüêà ïîëiòåõíiêà iì. Òàäåóøà Êîñöþøêà, âóë. Âàðøàâñüêà 24,

Êðàêiâ 31-155, Ïîëüùà

À. Ïëi÷êî. Êðèòåðié ïðîïîðöiéíîñòi íîðì // Ìàò. âiñí. Íàóê. òîâ. iì. Øåâ-

÷åíêà. � 2015. � Ò.12. � C. 1�4.

Ó çàìiòöi óçàãàëüíþ¹òüñÿ êðèòåðiéØåõòìàíà-Ñêøèïåêà åâêëiäîâîñòi ñêií-

÷åííîâèìiðíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó. À ñàìå, äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåð-

äæåííÿ. Íåõàé ‖ · ‖0 i ‖ · ‖ � äâi íîðìè íà äîâiëüíîìó äiéñíîìó ëiíiéíîìó

ïðîñòîði X. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ 2-âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó E ⊂ X,

1-âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó V ⊂ E i ïðîåêòîðà P : E → V ç ðiâíîñòi ‖P‖0 = 1

âèïëèâà¹ ‖P‖ = 1. Òîäi íîðìè ‖ · ‖0 i ‖ · ‖ ïðîïîðöiéíi.

A. Plichko, A criterium for norms proportionality, Math. Bull. Shevchenko Sci.

Soc. 12 (2015), 1–4.

We give a generalization of Shekhtman-Skrzypek characterization of Eu-

clidean spaces in the class of finite-dimensional normed spaces. Exactly, we prove

the following statement. Let ‖ · ‖0 and ‖ · ‖ be two norms on an arbitrary real lin-

ear space X. Let for any 2-dimensional space E ⊂ X, a 1-dimensional subspace

V ⊂ E and a projection P : E → V the equality ‖P‖0 = 1 implies ‖P‖ = 1.

Then the norms ‖ · ‖0 and ‖ · ‖ are proportional.

Ðîçãëÿíåìî íîðìîâàíèé ïðîñòið X íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë i éî-

ãî çàìêíåíèé ïiäïðîñòið V . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P(X, V ) ñóêóïíiñòü óñiõ

îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ ïðîåêòîðiâ ç X íà V . Ïðîåêòîð P : X → V íàçè-

âà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî

‖P‖ = inf{‖Q‖ : Q ∈ P(X, V )}.
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Âíàñëiäîê òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà, äëÿ îäíîâèìiðíîãî ïiäïðîñòðó V

ìiíiìàëüíèé ïðîåêòîð iñíó¹ i éîãî íîðìà äîðiâíþ¹ 1. ßêùî H � ãiëü-

áåðòiâ ïðîñòið, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî çàìêíåíîãî ïiäïðîñòîðó V ⊂ H îðòî-

ãîíàëüíèé (âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó) ïðîåêòîð H → V áóäå ¹äèíèì

ìiíiìàëüíèì ïðîåêòîðîì íà V (îäèíè÷íî¨ íîðìè). Ó ïðàöi [5] äëÿ ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ äîâåäåíå ïåâíîþ ìiðîþ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 1. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îäíîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó V ⊂ X =

(Rn, ‖ ‖) îðòîãîíàëüíèé (âiäíîñíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó)

ïðîåêòîð ¹ ìiíiìàëüíèì, òî X áóäå içîìåòðè÷íèì äî åâêëiäîâîãî ïðî-

ñòîðó.

Ìè óçàãàëüíèìî öþ òåîðåìó íà íåñêií÷åííîâèìiðíi ïðîñòîðè; ç ïåâ-

íèìè óòî÷íåííÿìè. Íàøå äîâåäåííÿ áóäå çíà÷íî ïðîñòiøèì âiä äîâåäå-

ííÿ òåîðåìè 1, íàâåäåíîãî â [5]. Çàóâàæèìî, ùî óìîâàì ãiëüáåðòîâîñòi

áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ ïðèñâÿ÷åíà ÷èñëåííà ëiòåðàòóðà; äèâ. íàïð. îãëÿ-

äîâi ïðàöi [1], [4].

Ó íàñòóïíié ëåìi ðîçãëÿäà¹ìî íåïåðåðâíi âãíóòi ôóíêöi¨ r(θ) i r0(θ)

íà âiäðiçêó [0, π
2
], çàäàíi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, ïðè÷îìó r(0) = r0(0) =

r0(
π
2
) = 1 i r(π

2
) < 1. Îñêiëüêè íåïåðåðâíà âãíóòà ôóíêöiÿ ìàéæå ñêðiçü

äèôåðåíöiéîâíà (äèâ. íàïð. òåîðåìó Ëåáåãà â [2, 2.3.3]), òî iñíó¹ ïiäìíî-

æèíà D ⊂ [0, π
2
] ìiðè π

2
, â òî÷êàõ ÿêî¨ îáèäâi ïîõiäíi r′(θ), r′0(θ) iñíóþòü.

Ëåìà 1. Iñíó¹ òî÷êà t ∈ D, â ÿêié r′(t) < r′0(t).

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíà âãíóòà ôóíêöiÿ áóäå àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ.

Òîìó, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà (äëÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà) [3, c. 297],

r0(π/2)− r(π/2) =
∫ π/2

0

[r0(θ)− r(θ)]′dθ.

Òàêà ðiâíiñòü íåìîæëèâà, ÿêùî r′(t) ≥ r′0(t) äëÿ êîæíîãî t ∈ D.

Çàóâàæåííÿ 1. Ãåîìåòðè÷íî, ëåìà 1 îçíà÷à¹, ùî äëÿ äåÿêîãî t ∈ D

äîòè÷íi äî ãðàôiêiâ ôóíêöié r(θ) òà r0(θ) â òî÷êàõ (θ, r(θ)) òà (θ, r0(θ))

íå ïàðàëåëüíi.

Ó íàñòóïíèõ çàóâàæåííi òà íàñëiäêó ðîçãëÿäà¹ìî ïðîñòið R2 ç áà-

çèñíèìè âåêòîðàìè e1 = (1, 0), i e2 = (0, 1). Íà íüîìó ðîçãëÿäà¹ìî äâi

íîðìè ‖ · ‖, ‖ · ‖0 i ïîçíà÷à¹ìî S = {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1}, S0 = {x ∈ R2 :

‖x‖0 = 1}.
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Çàóâàæåííÿ 2. Âiçüìiìî äîâiëüíó òî÷êó v ∈ S, ïðÿìó l, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç v i ïðîåêòîð P íà ïiäïðîñòið lin v âçäîâæ l. Ç ãåîìåòðè÷íèõ ìið-

êóâàíü âèäíî, ùî êîëè â òî÷öi v iñíó¹ (ÿêàñü) äîòè÷íà äî êîëà S, òî

‖P‖ = 1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè öÿ äîòè÷íà çáiãi¹òüñÿ ç l. Öå æ ñàìå

çàóâàæåííÿ ñïðàâåäëèâå i äëÿ êîëà S0.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé ∀x ∈ R2, ‖x‖0 ≤ ‖x‖ , ‖e1‖0 = ‖e1‖ = ‖e2‖0 = 1,

à ‖e2‖ > 1. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêà òî÷êà v0 ∈ S0, â ÿêié iñíó¹ äîòè÷íà l0
äî S0 i äëÿ ïðîåêòîðà P íà ïiäïðîñòið lin v0 ïàðàëåëüíî äî l0

‖P‖0 = 1, à ‖P‖ > 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r(θ) òà r0(θ) ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [0, π
2
], çà-

äàíi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, ãðàôiêàìè ÿêèõ ¹ ÷àñòèíè êië S òà S0

âiäïîâiäíî, ùî ëåæàòü ó ïåðøié ÷åòâåðòi. Ôîðìàëüíî

r(θ) = r, ÿêùî ‖(θ, r)‖ = 1

(íàìàëþéòå ðèñóíîê); i ïîäiáíî äëÿ r0. Ç íåïåðåðâíîñòi òà îïóêëîñòi

íîðì âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü òà âãíóòiñòü îáîõ ôóíêöié r(θ) òà r0(θ), à

ç óìîâ íàñëiäêó � âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè 1. Îòæå, çà öi¹þ ëåìîþ, çíàéäå-

òüñÿ òî÷êà t ∈ [0, π
2
], â ÿêié îáèäâi ïîõiäíi r′, r′0 iñíóþòü i r′(t) 6= r′0(t).

Âiçüìiìî òî÷êó v0 ç ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè (t, r0(t)). Çà ïîáóäîâîþ,

v0 ∈ S0 i â íié äîòè÷íà l0 äî ñôåðè S0 iñíó¹. Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 2,

‖P‖0 = 1.

Ç iíøîãî áîêó, òî÷êà v ç ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè (t, r(t)) íàëåæèòü

äî S. Òîìó äîòè÷íà l äî êîëà S ó òî÷öi v íå ïàðàëåëüíà äî l0. Òîäi,

çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 2, ‖P‖ > 1.

Íîðìè ‖ · ‖0 i ‖ · ‖ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði X íàçâåìî ïðîïîðöiéíè-

ìè, ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî λ > 0, ùî ‖x‖0 = λ‖x‖ äëÿ êîæíîãî

åëåìåíòà x ∈ X.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ‖ · ‖0 i ‖ · ‖ � äâi íîðìè íà äîâiëüíîìó äiéñíîìó

ëiíiéíîìó ïðîñòîði X. Íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ 2-âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó

E ⊂ X, 1-âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó V ⊂ E i ïðîåêòîðà P : E → V

‖P‖0 = 1⇒ ‖P‖ = 1.

Òîäi íîðìè ‖ · ‖0 i ‖ · ‖ ïðîïîðöiéíi.
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Äîâåäåííÿ. Íîðìè ïðîïîðöiéíi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi çâóæåííÿ íà

áóäü-ÿêèé 2-âèìiðíèé ïiäïðîñòið ïðîïîðöiéíi. Îòæå ìîæíà çîñåðåäèòè-

ñÿ íà 2-âèìiðíîìó ïðîñòîði E. Ìíîæà÷è íîðìè íà âiäïîâiäíi äîäàòíi

÷èñëà, ìîæíà ââàæàòè, ùî ‖ · ‖0 ≤ ‖ · ‖ i iñíó¹ åëåìåíò x ∈ E òàêèé, ùî

‖x‖0 = ‖x‖.
ßêùî òåïåð íîðìè ðiçíi, òî çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò y ∈ E, ùî

1 = ‖y‖0 < ‖y‖. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ E → R2 ÿêå

ïåðåâîäèòü x ó e1, à y â e2, ìîæåìî ââàæàòè, ùî çíàõîäèìîñÿ â óìîâàõ

íàñëiäêó 3. Çà öèì íàñëiäêîì, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò v0 ∈ S0, ùî äîòè÷íà

äî S0 ó òî÷öi v0 íå áóäå ïàðàëåëüíîþ äîòè÷íié äî S ó òî÷öi v = v0
‖v0‖ .

Íåõàé V = lin v0 = lin v i P � ïðîåêòîð E íà ïiäïðîñòið V âçäîâæ

äîòè÷íî¨ äî S0 ó òî÷öi v0. Çà íàñëiäêîì 3, ‖P‖0 = 1, àëå ‖P‖ > 1.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé 〈·, ·〉 i ‖·‖ � ñêàëÿðíèé äîáóòîê i íîðìà íà äîâiëüíî-

ìó äiéñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði X. ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîâèìiðíîãî

ïiäïðîñòîðó E ⊂ X, 1-âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó V ⊂ E i îðòîãîíàëüíîãî

(âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó) ïðîåêòîðà P : E → V íîðìà ‖P‖ = 1,

òî ‖ · ‖ áóäå ïðîïîðöiéíîþ äî íîðìè ‖ · ‖0 =
√
〈·, ·〉.

Ïîêàæåìî, ÿê ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó äiñòàòè òåîðåìó 1. Íåõàé V ⊂
X � îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið. Çà òåîðåìîþ Ãàíà-Áàíàõà, ìiíiìàëüíà ‖ ‖-
íîðìà ïðîåêòîðà íà íüîãî äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Òîìó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà òåîðåìè 1, òî âèêîíó¹òüñÿ é óìîâà íàñëiäêó 1. Öå é äîâîäèòü

òåîðåìó 1.
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