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Ó çàìiòöi äà¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi äëÿ ñåïàðàáåëüíèõ ìå-
òðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Äîâîäèòüñÿ òàêîæ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ. Íåõàé X � âèïàäêî-
âèé åëåìåíò çi çíà÷åííÿìè â ñåïàðàáåëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði T , U � äîâiëü-
íèé êëàñ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ç T , δ > 0, à ∂δ(U) îçíà÷à¹ δ-îêië ìåæi ∂U ìíî-
æèíè U . Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí U ′ ç óìîâîþ: ∀U ∈ U ∃U ′ ∈
U ′ , U ⊂ U ′ : U ′\U ⊂ ∂δ(U) , äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi.

Âñòóï i îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Äëÿ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí (â.â.) ξ1, ξ2, . . . â R ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (t), åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

F ∗
n(t) =

1

n

∑n

i=1
I(−∞,t)(ξi) , t ∈ R .

Âiäîìà òåîðåìà Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi [6], [3] ñòâåðäæó¹, ùî ìàéæå íàïåâíå (ì.í.)

supt∈R |F ∗
n(t)− F (t)| → 0 ïðè n →∞ .

0ÓÄÊ 519.21; MSC 2010: 60B10, 60B12, 60G50



Ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ¨¨ óçàãàëüíåííÿ íà øèðøi êëàñè ïðîñòîðiâ. Ó òåîðåìi
Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi ôàêòè÷íî ìà¹ìî ñïðàâó ç ñóïðåìóìîì ïî ïiâïðÿìèõ. Íàéïðèðîäíi-
øîþ ïðè óçàãàëüíåííi íà ïðîñòið Rn ¹ çàìiíà ¨õ íà ïiâïðîñòîðè àáî íà ¨õíi ñêií÷åí-
íi ïåðåòèíè. Äëÿ ïiâïðîñòîðiâ öå çðîáèëè Ôîðòå òà Ìóð'¹ [4, c. 281], ç äîäàòêîâîþ
óìîâîþ àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ðîçêëàäó äàíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà ùîäî ìiðè
Ëåáåãà λ. Öÿ óìîâà áóëà çíÿòà â ïðàöÿõ Âîëüôîâiöà [17, c. 131], [18]. Àõìàä [1] i Ðàíãà
Ðàî [8, cc. 665, 675] íåçàëåæíî îòðèìàëè óçàãàëüíåííÿ íà âèìiðíi îïóêëi ìíîæèíè,
çà óìîâè íåïåðåðâíîñòi êëàñó îïóêëèõ ìíîæèí ùîäî ðîçïîäiëó äàíîãî âèïàäêîâîãî
âåêòîðà (îçíà÷åííÿ äèâ íèæ÷å). Ïðîñòi ïðèêëàäè [5, c. 197] ïîêàçóþòü, ùî äëÿ äîâiëü-
íèõ ðîçïîäiëiâ öþ óìîâó çíÿòè íå ìîæíà. Iñíó¹ çíà÷íà êiëüêiñòü ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ
òåîðåìi Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi â Rn. Äîêëàäíó áiáëiîãðàôiþ äèâ. ó îãëÿäi [5]. Ïðî ïiçíiøi
ðåçóëüòàòè ùîäî òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi ó ïðîñòîði Rn äèâ. [12], [13].

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi íà ñåïàðàáåëüíèé ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið. Ïiîíåðñüêèìè òóò áóëè ïðàöi Âàðàäàðàÿíà [16], Ðàíãè Ðàî [9] òà
Ñàçîíîâà [10]. Ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ ñïðàâåäëèâîñòi òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi
â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ, ó êîíòåêñòi ñëàáêî¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ìið, áóëî ïðîâåäåíå
Òîïñî òà éîãî ñïiâàâòîðàìè [2], [14], à òàêîæ äåÿêèìè iíøèìè ìàòåìàòèêàìè (äèâ.
îãëÿä [7]). Óâåäåìî íåáõiäíi ïîçíà÷åííÿ é îçíà÷åííÿ.

Íåõàé (T, Σ) � âèìiðíèé ïðîñòið, à (Xi)
∞
1 � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ êîïié â.å. X,

çàäàíîãî íà éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,Q) çi çíà÷åííÿìè â T . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
U äîâiëüíèé ïiäêëàñ σ-àëãåáðè Σ,
P(U) = Q{X ∈ U}, U ∈ U � òåîðåòè÷íèé ðîçïîäië â.å. X (äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðè-

ðîäíiøå ôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ðîçïîäiëó, òîáòî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði, íå çãàäóþ÷è ïðî âèïàäêîâi åëåìåíòè),
P∗n(U) = 1

n

∑n
i=1 I(Xi ∈ U) � åìïiðè÷íèé ðîçïîäië, äå

I(Xi ∈ U) = 1 ïðè Xi ∈ U i = 0, ïðè Xi /∈ U.

Äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó T ç ìåòðèêîþ dist, çà Σ áðàòèìåìî ñóêóïíiñòü áîðåëiâ-
ñüêèõ ìíîæèí. Ïîçíà÷àòèìåìî òàêîæ ÷åðåç ∂δ(U) δ-îêië ìåæi ∂U ìíîæèíè U .

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè ñåïàðàáåëüíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, ñïåöiàëüíî ïðî öå íå
çãàäóþ÷è. Óñi ìiðè ââàæà¹ìî éìîâiðíiñíèìè.

Êàæóòü, ùî U ¹ GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P [5, ñ. 196], àáî ùî äëÿ â.å. X i äëÿ
êëàñó U âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi, êîëè ì.í.

supU∈U |P∗n(U)− P(U)| → 0 ïðè n →∞ .

Ñóïðåìóì ó öié ôîðìóëi íå çàâæäè âèìiðíèé, à âèìiðíiñòü íå çàâæäè ïîòðiáíà
(ïîð. iç çàóâàæåííÿì ó [15, ñ. 240]). Äëÿ çëi÷åííîãî êëàñó U , çâè÷àéíî, ïðîáëåìè
íåìà. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèìiðíiñòü äîâåäåíà. ×àñòî ¨¨ ïðîñòî ïîñòóëþþòü.

Ïåðøèì ïðèðîäíèì êðîêîì äëÿ ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi
¹ ðîçáèòòÿ â.å., ÷è ðàäøå âiäïîâiäíîãî ðîçïîäiëó, íà äèñêðåòíó (àòîìíó) i íåïåðåðâíó
(áåçàòîìíó) ÷àñòèíè i äîâåäåííÿ òåîðåìè äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíè îêðåìî. Öå ñòâåðäæó¹,
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íàïðèêëàä, [15, ëåìà 2 òà çàóâ. íà ñ. 242]. Êîæíà ñèñòåìà ìíîæèí áóäå GC-êëàñîì
äëÿ äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó (áåçïîñåðåäíié íàñëiäîê ëåìè Øåôôå [11]; äèâ. òàêîæ äî-
âåäåííÿ òåîðåìè 7.1 ç [9]; ìè îòðèìà¹ìî öåé ôàêò ÿê íàñëiäîê ëåìè 1). Òîìó ìà¹ ñåíñ
ðîçãëÿäàòè òiëüêè áåçàòîìíi ðîçïîäiëè, ùî íàäàëi é ðîáèòèìåìî.

Íàãàäà¹ìî [9, ñ. 660], ùî ìíîæèíà U ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó T íàçèâà¹òüñÿ P-íåïå-
ðåðâíîþ, ÿêùî P(∂U) = 0.

×àñîì (äèâ. íàïð. [14, c. 279]) âæèâà¹òñÿ çâîðîòíèé òåðìií; ãîâîðèòüñÿ ïðî U -
íåïåðåðâíiñòü ìiðè P. Êîæíà îïóêëà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà ç Rm áóäå P-íåïåðåðâíîþ
äëÿ êîæíî¨ ìiðè P, àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà [5, c. 198]. ×àñòî
P-íåïåðåðâíiñòü òàêîæ i íåîáõiäíà äëÿ âèêîíàííÿ òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi. Òàê
ïðîñòèé ïðèêëàä (äèâ. [9, ñ. 679], [5, ñ. 197],) ïîêàçó¹, ùî áåç óìîâè P-íåïåðåðâíîñòi
òåîðåìà Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ íàâiòü äëÿ êðóãiâ ç R2. Áiëüøå òî-
ãî, ðiâíiñòü P-ìiðè êðàéíiõ òî÷îê êëàñó çàìêíåíèõ îïóêëèõ ìíîæèí íåîáõiäíà äëÿ
âèêîíàííÿ òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi äëÿ öüîãî êëàñó [5, c. 198]. Î÷åâèäíi âèíÿòêè
îòðèìó¹ìî äëÿ îïóêëèõ ∂U . Òàê, íàïðèêëàä, ÿê òiëüêè ìiðà P â R2 çîñåðåäæåíà íà
îäíîâèìiðíîìó ïiäïðîñòîði L, òî ñóêóïíiñòü ïiâïðîñòîðiâ áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïî-
äiëó P, àëå ìiðà ìåæi êîæíîãî ïiâïðîñòðó, ÿêà ìiñòèòü L, äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Êëàñ U ïiäìíîæèí ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó T íàçèâàòèìåìî P-îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-
íèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 ç

ρ(δ) := supU∈U P(∂δ(U)) < ε .

Iíàêøå êàæó÷è, P-îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü îçíà÷à¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ρ(δ) =
ρU ,P(δ) â íóëi. Öÿ âëàñòèâiñòü áåç íàçâè íåîäíîðàçîâî âæèâàëàñÿ â ëiòåðàòóði (äèâ.
íàïð. [10], [2, c. 2], [14, c. 282], [15, c. 242]) i åêâiâàëåíòíà òàê çâàíié P-ðiâíîìiðíîñòi,
ÿêó ìè íå ðîçãëÿäàòèìåìî. Çâè÷àéíî, êîæíà ìíîæèíà P-îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîãî
êëàñó áóäå P-íåïåðåðâíîþ. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ âàæëèâiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � âèïàäêîâèé åëåìåíò çi çíà÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
T i êëàñ ìíîæèí U ¹ P-îäíîñòàéíî íåïåðåðâíèì. Òîäi U áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïî-
äiëó P.

Ñàìî¨ P-íåïåðåðâíîñòi ìàëî äëÿ âèêîíàííÿ òåîðåìè 1, íàâiòü äëÿ îïóêëèõ ìíîæèí.
Òàê, ó ïðàöi [10] ïîêàçàíî, ùî ñóêóïíiñòü H óñiõ ïiâïðîñòîðiâ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî
áàíàõîâîãî ïðîñòîðó íå áóäå GC-êëàñîì äëÿ äîâiëüíî¨ ìiðè P, âiäíîñíî ÿêî¨ óñi ïiâ-
ïðîñòîðè íåïåðåðâíi. Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî êîæåí ïiâïðîñòið áàíàõîâîãî ïðîñòîðó áóäå
P-íåïåðåðâíèì, íàïðèêëàä, äëÿ íåâèðîäæåíî¨ (òîáòî íå çîñåðåäæåíî¨ íà æîäíié ãi-
ïåðïëîùèíi) ãàóñiâñüêî¨ ìiðè P.
Çàóâàæåííÿ 1. Íåâèðîäæåíiñòü ìiðè ùå íå ãàðàíòó¹ P-íåïåðåðâíîñòi. Íåõàé, íàïðè-
êëàä, Sn � ïîñëiäîâíiñòü êië íà ïëîùèíi ðàäióñó n ç öåíòðîì ó íóëi. Ðîçãëÿíåìî ìiðó
P(Sn) = 1/2n, P(R2 \ ∪Sn) = 0 i ðiâíîìiðíó íà êîæíîìó Sn. Öÿ ìiðà íåâèðîäæåíà, àëå
âiäïîâiäíi êðóãè íå áóäóòü P-íåïåðåðâíèìè.
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Äëÿ êëàñó H ïiâïðîñòîðiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó òåîðåìà 1 äîâåäåíà â [10]. Ó çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó âîíà âèïëèâà¹ ç åêâiâàëåíòíîñòi P-îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi òà
P-ðiâíîìiðíîñòi (äèâ. [2, Òåîð. 2]) i ðåçóëüòàòó Âàðàäàðàÿíà ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü åì-
ïiðè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äî òåîðåòè÷íîãî [16]. Öå, çîêðåìà, çàçíà÷åíî ó [14, c. 287].1 ßê
äîáðå âiäîìî, òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi ¹ ñïåöèôiêàöi¹þ çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë (ÇÂ×)
ó (íåñåïàðàáåëüíîìó) áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Öiêàâî, ùî ÇÂ× ó (ñåïàðàáåëüíîìó) áà-
íàõîâîìó ïðîñòîði âèâîäèòüñÿ ç ðåçóëüòàòiâ ïðî ðiâíîìiðíó ñëàáêó çáiæíiñòü ìið [9,
Òåîðåìà 6.2].

Çâè÷àéíî æ ç òîãî, ùî U ¹ GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P íå âèïëèâà¹ éîãî P-
îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü, áî, ÿê âæå çàçàíà÷àëîñÿ, íå âèïëèâà¹ íàâiòü P-íåïåðåðâíiñòü.
Íàãîëîñèìî, ùî óìîâà P-îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi äàëåêà âiä íåîáõiäíîñòi. Íîñi¹ì
suppP iìîâiðíîñòi P íàçèâà¹ìî òàêó íàéìåíøó çàìêíåíó ïiäìíîæèíó S ⊂ T , ùî
P(S) = 1. Çàìiíà â òåîðåìi 1 ïðîñòîðó T íà íîñié suppP áåçïëàòíî äà¹ çàãàëüíiøèé
ðåçóëüòàò.

Ó öié çàìiòöi íàâîäèòüñÿ ùå îäíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ç âèêîðèñòàííÿì íàáëèæå-
ííÿ X äèñêðåòíèìè â.å. Íà íàøó äóìêó öå äîâåäåííÿ ìà¹ ïåâíèé ìåòîäè÷íèé iíòåðåñ.
Äàëi äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé âèäà¹òüñÿ íàì íîâèì.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � âèïàäêîâèé åëåìåíò çi çíà÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
T , U � äîâiëüíèé êëàñ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ç T i δ > 0. Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà áîðåëiâ-
ñüêèõ ìíîæèí U ′, ÿêà ¹ GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P, ç óìîâîþ

∀U ∈ U ∃U ′ ∈ U ′ , U ⊂ U ′ : U ′\U ⊂ ∂δ(U) .

Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïiäñòàâîþ äîâåäåíü áóäå íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 1. Íåõàé ó âèìiðíîìó ïðîñòîði (T, Σ) çàäàíèé âèïàäêîâèé åëåìåíò X i êëàñ
ìíîæèí Vi ∈ Σ, i ∈ I. Ðîçãëÿíåìî êëàñ U óñiõ �âèìiðíèõ� îá'¹äíàíü ìíîæèí ç (Vi) :

U =
{⋃

i∈I
Vi ∈ Σ : I ⊂ I

}
. (1)

ßêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ìíîæèíà K ⊂ I, ùî P(∪i∈I\KVi) < ε,
òî U áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Çà óìîâîþ ëåìè iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ìíî-
æèíà K, ùî P(V) < ε , äå V = ∪i∈I\KVi. Ïîêëàäåìî V = ∪i∈KVi. Îñêiëüêè P∗n(U) �
âèïàäêîâà ìiðà, òî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè U ∈ U íàïåâíå

|P∗n(U)− P(U)| ≤ ∆1(U) + ∆2(U), (2)

äå
∆1(U) = |P∗n(U ∩ V)− P(U ∩ V)| , ∆2(U) = |P∗n(U ∩ V)− P(U ∩ V)| .

1Àâòîðè âäÿ÷íi ðåöåíçåíòîâi ïåðøîãî âàðiàíòó öi¹¨ çàìiòêè çà âêàçiâêó íà ðîáîòó [2] òà äåÿêi
ïîÿñíåííÿ ñòîñîâíî òåîðåìè Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi.
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Îñêiëüêè P(V) < ε, òî íà ïiäñòàâi ÇÂ× Êîëìîãîðîâà ì.í.

lim sup
n→∞

sup
U∈U

∆1(U) ≤ lim sup
n→∞

P∗n(V) + P(V) ≤ 2P(V) < 2ε . (3)

Ïîêëàäåìî U ′ = {U ′ =
⋃

i∈I∩K Vi, I ⊂ I} . Òîäi äëÿ êîæíîãî U ∈ U iñíó¹ U ′ ∈ U ′, äëÿ
ÿêî¨

U ∩ V = U ′ ∩ V .

Ñïðàâäi, äëÿ ìíîæèíè U =
⋃

i∈I Vi ⊂ U äîñèòü âçÿòè U ′ =
⋃

i∈I∩K Vi ⊂ U ′.
Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè n →∞

supU ∆2(U) = supU ′ ∆2(U
′)

≤ supU ′ |P∗n(U ′ ∩ V)− P(U ′ ∩ V)| (4)
≤

∑
U ′
|P∗n(U ′ ∩ V)− P(U ′ ∩ V)| → 0 ì.í.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ iç ÇÂ× Êîëìîãîðîâà, áî ìíîæèíà U ′ ñêií÷åíà.
Çáèðàþ÷è ðàçîì (2), (3) òà (4) îòðèìó¹ìî

lim sup
n→∞

supU |P∗n(U)− P(U)| < 2ε .

Àëå ÷èñëî ε äîâiëüíå, òîìó U áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P.
Íàñòóïíèé ïðîñòèé íàñëiäîê äîáðå âiäîìèé.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé X äèñêðåòíèé âèïàäêîâèé åëåìåíò çi çíà÷åííÿìè ó âèìiðíîìó
ïðîñòîði (T, Σ). Òîäi Σ áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P.

Äîâåäåííÿ. ßêùî X íàáóâà¹ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çíà÷åíü xi , òî âiçüìåìî Vi =
{xi}, i = 1, 2, . . .. Çà Ëåìîþ 1, U áóäå GC-êëàñîì. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî A ∈ Σ
iñíó¹ òàêå U ∈ U , ùî P(A4U) = 0, òî Σ òàêîæ áóäå GC-êëàñîì.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � âèïàäêîâèé åëåìåíò çi çíà÷åííÿìè ó âèìiðíîìó ïðîñòî-
ði (T, Σ) , (Vi) � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåòèííèõ ìíîæèí ç Σ, à U � êëàñ ìíîæèí,
âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (1). Òîäi U áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P.

Íàñëiäîê 2 îòðèìó¹ìî áåçïîñåðåäíüî ç ëåìè 1, áî äëÿ íåïåðåòèííî¨ ïîñëiäîâíîñòi
ìíîæèí (Vi) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà öi¹¨ ëåìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 òà ó âiäïîâiäíîñòi ç P-îäíîñòàéíîþ
íåïåðåðâíiñòþ ïiäáåðåìî δ > 0 òàê, ùîá ρ(2δ) < ε. Ó (ñåïàðàáåëüíîìó!) ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði T iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåòèííèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí Vn, êîæíà äiàìå-
òðó < δ, îá'¹äíàííÿ ÿêèõ ñòàíîâèòü óâåñü ïðîñòið. Çàôiêñó¹ìî ó êîæíié ìíîæèíi Vn

ïî òî÷öi xn. Íàðåøòi, ââåäåìî äîïîìiæíi â.å. Xδ = xn, ÿêùî X ∈ Vn i Xδ
i = xn, ÿêùî

Xi ∈ Vn, n = 1, 2, . . ., òà ðîçïîäiëè Pδ(U) = Q{Xδ ∈ U} i P∗δn(U) = 1
n

∑n
i=1 I(Xδ

i ∈ U).
Íåõàé U ∈ U . Î÷åâèäíî, íàïåâíå

|P∗n(U)− P(U)| ≤ ∆1(U) + ∆2(U) + ∆3(U) , (5)
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äå

∆1(U) = |P∗n(U)− P∗δn(U)|, ∆2(U) = |P∗δn(U)− Pδ(U)| , ∆3(U) = |Pδ(U)− P(U)| .

Îöiíèìî çãîðè äîäàíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (5).

Ïî÷íiìî ç ∆1(U). Îñêiëüêè íàïåâíå

dist(X,Xδ) < δ , (6)

òî çâiäñè îòðèìó¹ìî

|I(X ∈ U)− I(Xδ ∈ U)| ≤ I(Xδ ∈ ∂δ(U)) . (7)

Ñïðàâäi, ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (7) çàâæäè íå ïåðåâèùó¹ 1. Òîìó, ÿêùî ñòàíåòüñÿ
ïîäiÿ {Xδ ∈ ∂δ(U)}, òî â ïðàâié ÷àñòèíi (7) áóäå 1 i íåðiâíiñòü âèêîíàíà.

Íàâïàêè, íåõàé ñòàëàñÿ ïðîòèëåæíà ïîäiÿ. Òîäi ìîæëèâi âèïàäêè:
i) Xδ ∈ {x ∈ U : dist(x, T \ U) ≥ δ}, àáî
ii) Xδ ∈ {x ∈ T : dist(x, U) ≥ δ}.
Äëÿ âèïàäêó i) ç íåðiâíîñòi (6) âèïëèâà¹, ùî ñòàëèñÿ ïîäi¨ {X ∈ U} òà {Xδ ∈ U},

à îòæå, ëiâîðó÷ ó íåðiâíîñòi (7) áóäå 1− 1 = 0 .
Ó âèïàäêó ii) àíàëîãi÷íî ìà¹ìî: ñòàëèñÿ ïîäi¨ {X ∈ T \U} òà {Xδ ∈ T \U}, òîáòî

ëiâîðó÷ ó (7) áóäå 0−0 = 0 . Òàêèì ÷èíîì, â îáîõ âèïàäêàõ íåðiâíiñòü (7) âèêîíó¹òüñÿ.
Ç íå¨ îäåðæó¹ìî

∆1(U) ≤ 1

n

∑n

i=1
I(Xδ

i ∈ ∂δ(U)) = P∗δn(∂δ(U)) .

Àëå â.å. Xδ äèñêðåòíèé, òîìó ó âiäïîâiäíîñòi ç íàñëiäêîì 1 ìîæíà çàïèñàòè

lim sup
n→∞

supU ∆1(U) ≤ lim sup
n→∞

supU P∗δn(∂δ(U))

(8)
= supU Pδ(∂δ(U)) ≤ supU P(∂2δ(U)) = ρ(2δ) < ε ì.í.

Îöiíêà ∆2(U). Îñêiëüêè â.å. Xδ äèñêðåòíèé, òî çà íàñëiäêîì 1

lim
n→∞

supU ∆2(U) = 0 ì.í. (9)

Îöiíêà ∆3(U). Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (7), ìà¹ìî

∆3(U) =
∣∣EI(Xδ ∈ U)− EI(X ∈ U)

∣∣
≤ E

∣∣I(Xδ ∈ U)− I(X ∈ U)
∣∣

≤ EI(Xδ ∈ ∂δ(U)) ≤ EI(X ∈ ∂2δ(U)) (10)
= Q{X ∈ ∂2δ(U)} ≤ ρ(2δ) < ε .
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Çáèðàþ÷è ðàçîì ñïiââiäíîøåííÿ (5), (8)�(10) îòðèìà¹ìî

lim sup
n→∞

supU |P∗n(U)− P(U)| < 2ε ì.í.

Àëå ÷èñëî ε äîâiëüíå, òîìó U áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði T ïîñëiäîâíiñòü (Vi) íåïåðåòèííèõ
áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí, êîæíà äiàìåòðó < δ , îá'¹äíàííÿ ÿêèõ ñòàíîâèòü óâåñü ïðîñòið.
Òîäi çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî U ⊂ U iñíó¹ ìiíiìàëüíà ïiäïîñëiäîâíiñòü {Vi : i ∈
IU} òàêà, ùî

U ⊂ U ′ = ∪i∈IU
Vi ,

ïðè÷îìó áåç îäíi¹¨ ç ìíîæèí Vi îñòàíí¹ âêëþ÷åííÿ âæå íå âèêîíó¹òüñÿ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I∂ ⊂ IU íîìåðè ìíîæèí, ÿêi ïåðåòèíàþòü ìåæó ìíîæèíè U . Ç

ãåîìåòðè÷íèõ ìiðêóâàíü ÿñíî, ùî

U ′\U ⊂ ∪i∈I∂
Vi ⊂ ∂δ(U) .

Òîäi, çãiäíî ç íàñëiäêîì 2, U ′ = {U ′} áóäå GC-êëàñîì äëÿ ðîçïîäiëó P.

Ïðèêëàä. Íàâåäåìî ùå ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ P-îäíîñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi. ×åðåç B∗

ïîçíà÷àòèìåìî ñïðÿæåíèé äî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B, à ÷åðåç S∗ � îäèíè÷íó ñôåðó
ïðîñòîðó B∗. ×åðåç H ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ óñiõ çàìêíåíèõ ïiâïðîñòîðiâ ïðîñòîðó B,
òîáòî ìíîæèí âèãëÿäó Hx∗t = {x ∈ B : x∗(x) ≤ t} , x∗ ∈ S∗, t ∈ R. Î÷åâèäíî,
∂δ(Hx∗t) = {x ∈ B : |x∗(x)− t| ≤ δ}.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèé âèïàäêîâèé åëåìåíò çi çíà÷åí-
íÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði B, D ⊂ S∗ i α > 0. Êëàñ {Hx∗t : x∗ ∈ D , Dx∗(X) ≥ α}
áóäå P-îäíîñòàéíî íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ çîâñiì ïðîñòå. Íåõàé γ � ñòàíäàðòíà íîðìàëüíà â.â., à Φ(t) � ¨¨ ôóíêöiÿ
ðîçïîäiëó. Òîäi äëÿ êîæíîãî t

Φ(t + δ)− Φ(t− δ) ≤ Φ(δ)− Φ(−δ) ≤
√

2/πδ .

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ êîæíîãî x∗ ∈ B ìà¹ìî x∗(X) =
√
Dx∗(X)γ + Ex∗(X),

íåãàéíî îòðèìó¹ìî P-îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü.
Âèáèðàþ÷è ó ïðîñòîði B = C[0, 1] ïîòî÷êîâi ôóíêöiîíàëè, äiñòà¹ìî

Íàñëiäîê 3. Íåõàé X = (X(s), s ∈ [0, 1]) � íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèé íåïåðåðâíèé
âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç DX(s) ≥ α > 0 (íàïðèêëàä, X � ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ), (Xi) �
íåçàëåæíi êîïi¨ X. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ãëiâåíêà-Êàíòåëëi: ì.í.

sup
s∈[0,1], t∈R

∣∣∣∣
1

n

∑n

i=1
I(Xi(s) < t)−Q{X(s) < t}

∣∣∣∣ → 0 ïðè n →∞ .
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Çàóâàæåííÿ 2. Òâåðäæåííÿ 1 çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì i äëÿ äîâiëüíî ðîçïîäiëåíèõ â.å.
ïðè óìîâi: äëÿ êîæíîãî x∗ ∈ D â.â. x∗(X) ìà¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíó ñèìåòðè÷íó
âiäíîñíî 0 ùiëüíiñòü, ìîíîòîííó íà (0,∞).

Âiäïîâiäíî, íàñëiäîê 3 áóäå âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ, äëÿ ÿêèõ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó â.â. X(s) çàäîâîëüíÿ¹ àíàëîãi÷íó óìîâó.
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REMARKS ON THE GLIVENKO-CANTELLI THEOREM IN A
SEPARABLE METRIC SPACE
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We give a proof of the Glivenko-Cantelli theorem for separable metric spaces. It is
proved also the following statement: Let X be a random element in a separable metric
space T , U be an arbitrary class of Borel sets in T , δ > 0, and ∂δ(U) denotes the δ-
neighborhood of the border ∂U of a set U . Then there exists a system of Borel sets U ′
with the condition: ∀U ∈ U ∃U ′ ∈ U ′ , U ⊂ U ′ : U ′\U ⊂ ∂δ(U) , for which the
Glivenko-Cantelli theorem is valid.
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